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第1讲 相交平行中的几何模型

       几何模型与等积变换属于人教版第五章的内容，这部分的难点为几何模型的综合运用；在期中、期

末考试中都会进行考察，此外还会与后面学习的平面直角坐标系进行综合，难度还会进一步提升，故这

部分我们分为《相交线与平行线初步》、《相交线与平行线》、《几何模型与等积变换》、《平面直角

坐标系与几何综合》四个模块。本模块为《几何模型与等积变换》，旨在帮助学生理清四个几何模型以

将平行线的性质与判定进行综合运用，为后续模块奠定基础。

       本模块难度偏大，适用于平行线综合的短期突破，本模块分为相交平行中的几何模型、等积变换

讲内容，帮助学生了解平行中的几何模型以及等积变换的常见题型，掌握这部分的解题思路。

一、 内吞角模型
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探究：锯齿模型

 

模型 辅助线 证明

则

， 与 的关系？

证明：过点____作_____________，

∴ __________________________，

又∵ （已知），

∴ __________________________，

∴___________________________，

∴___________________________，

即___________________________.

模型 结论

 

 

 

 

【教法备注】
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注：学生版中辅助线没有体现，需要学生自己画出 

探究：锯齿模型

总结：内齿之和等于外齿之和． 

模型 辅助线 证明

则

， 与 的关系？

证明：过点 作 ，

∴ （两直线平行，内错

角相等）．

又∵ （已知），

∴ （平行线公理推

论），

∴ （两直线平行，内错

角相等），

∴ （等式

的性质），

即 （等量代

换）．

模型 结论

 

 

例题1

1. 如图，已知 ， ， ，那么             ．
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【答案】

【解析】过点 作 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∵ ， ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习1

A. B. C. D.

2. 如图，直线 ， ， 为直角，则 等于（   ）．

【答案】B

【解析】方法一：利用 模型，

∵ ，

∴

∴
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方法二：过 作 ，如图所示，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

，

∵ ， 为直

角，

∴ ， ，

∴ ，

故选： ．

3.  如图， ， ， ，则              ．

【答案】

【解析】∵

∴

∵

∴

根据猪蹄模型， ，即 ．

【标注】【知识点】几何图形

例题2

A. B.

4. 如图， ，则下列等式成立的是（   ）．
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C. D.

【答案】A

【解析】过 作 ，过 作 ，过 作 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ， ， ，

∴ ，

∴ ，

故选 ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习2

A. B.

C. D.

5. 如图， ， ，则下列判断中正确的是（   ）．

【答案】B

【解析】过 作 ，过 作 ，过 作 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ， ， ，

∴ ，

∴ ，
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∵ ，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

例题3

6. 如图，已知 ， ， ，求证： ．

【答案】证明见解析．

【解析】如图所示，分别过点 ， 做 和 的平行线，

易得：

，

，

即有： ．
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【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习3

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

7. 如图 ，直线 ，点 在两平行线之间，点 在 上，点 在 上，连接 ， ．

图
若 ， ，请求出 ．（请写出必要的步骤说明理由）

如图 ，若点 、 在直线 与 之间时， ， ， ，则

            ．（不需说明理由，请直接写出答案）

图
如图 ，作 平分 ， 平分 ，若设 ， ，则

            （用 、 的代数式表示），如图 ，若 平分 ， 平分

，可得 ；若 平分 ， 平分 ，可得 ，依次类

推，则             ．

图

    

图
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（ 4 ）在一次综合实践活动课上，张开同学制作了一个图 的“回旋镖”，经测量发现

， ，请你找出 与 的数量关系并说明理由．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

．

 ; 

．理由见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

如图，

图

过点 作 ，

∴ ， ，

而 ，

∴ ．

∵ ， ， ， ，

∴ ，

故答案为 ．

．

故答案为 ， ．

过 、 分别作直线 、 ，使 ．如图，
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图

由（I）规律可知 ．

．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

独步天下

8. 如图所示，直线 ， ， ， ， ，则

的大小是            ．

【答案】

【解析】方法一：如图，延长 、 交于点 ， 延长线交 于点 ．

∵ ，

∴ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．
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方法二：

∵ ，

∴

．

如图，分别过点 ， 作 的平行线，那么

，

∵ ， ，

∴ ， ，

∵ ，∴ ，

∵在 中, ，

又∵ ，∴ ，

∴ ，∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

二、 外凸角模型
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探究：铅笔模型

模型 辅助线 证明

则

， 与 的关系？

证明：过点____作_____________，

∴ __________________________，

又∵ （已知），

∴ __________________________，

∴___________________________，

∴___________________________，

即___________________________.

模型 结论

 

 

 

 

【教法备注】
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注：学生版中辅助线没有体现，需要学生自己画出 

探究：铅笔模型

总结： ， ， ，与 的和等于 ， 等线段的条数乘以 ．

模型 辅助线 证明

则

， 与 的关系？

 

 

 

 

 

证明：过点 作 ，

∴ （两直线平

行，同旁内角互补）．

又∵ （已知），

∴ （平行线公理推

论），

∴ （两直线平

行，同旁内角互补），

∴ 

（等式的性质），

即

（等量代换）．

模型 结论

 

 

例题4

9. 如图， ， 于 ， 交 于点 ， 交 于点 ， ，则

            度．
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【答案】

【解析】过点 作 ，

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习4

10. 如图，已知 ， 于 ，则 等于             ‍．
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【答案】

【解析】∵ ，

∴ ， ，

∴ ；

又∵ 于 ，

∴ ，

∴

．

【标注】【知识点】角的和差的计算与证明-不需要分类讨论

A. B. C. D.

11. 如图所示， ， ， ，则 和 的数量关系是（ 

）．

【答案】B

【解析】∵ ，

∴ ，

∵五边形内角和为 ，

∴ ，

∴ 和 的数量关系是 ．

故选 ．

【标注】【知识点】多边形的内角和定理
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例题5

A. B.

C. D.

12. 如图， ，用含 ， ， 的式子表示 ，则 的值为（   ）．

【答案】D

【解析】过点 作 ，过点 作 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ， ．

∵ ，

，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习5

13. 如图所示，两直线 、 平行，则 （   ）．
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A. B. C. D.

【答案】D

【解析】分别过 ， ， ， 点做 的平行线，再求各个角度的和，选 ．

【标注】【知识点】平行线的性质

【能力】运算能力

例题6

14. 如图，已知 ， ， ，若 ，求

            ．

【答案】

【解析】设 ，则 ，

，则 ，

∵ ，

∴ ，

，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习6
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图

（ 1 ）

（ 2 ）

15. 如图 ，已知 ．

试判断直线 与 的位置关系，并说明理由．

如图 ， ， ，试判断 与 的数量关系，并

说明理由．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

方法一：（ 2 ）

如图 ，分别过点 、 作 ， ，

图

∵ ， ，

∴ ，

， ，

∵ ，

，

，

∵ ，

∴ ．

，理由如下：

过点 作 ，过点 作 ，



19

方法二：

图

∵ ，

∴ ， ，

∴ ， ，

 ，  ，

∵ ， ，

∴ ， ，

∴

，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

设 ， ，

∵ ， ，

∴ ， ，

， ，

如图 ，过点 作 ，过点 作 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ，

同理可得： ，

∴ ，即 ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

16. 如图 ，点 ，点 分别在线段 、线段 上，且 ．

图 1

求证： ．

如图 ，把一个三角板的直角顶点放在点 处，三角板直角边在射线 ， 上，其中 平

分 ， 平分 ，交 于点 ，当 时，求 的度数，写出推

导过程．

图 2

在 的条件下，如图 ，过点 作 ，交 于点 ，当 ， ，

请直接写出 和 的关系式．

图 3

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

，证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）过点 作 ，

∴ ，
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（ 2 ）

∵ ，即

，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵ 平分 ，设 ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ,

∴ ，

∵ 平分 ，

∴ ，

过点 作 ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．
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（ 3 ）由 得， ， ， ，

则 ，

在四边形 中，

，

∵ ，

∴ ，则 ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线判定与性质的综合

三、 前仰角模型
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模型 辅助线 证明

AAA BBB

CCC

DDDEEE

则 、 、 的关

系？

AAA BBB

CCC

DDDEEE

证明：过点            作

___________，

∴ __________________________，

即__________________________，

又∵ （已知），

∴ __________________________，

∴___________________________，

∴___________________________，

即___________________________.

【教法备注】

注：学生版中辅助线没有体现，需要学生自己画出。该部分内容也可用三角形内角和推导，但属于八上

的知识点，建议老师们用构造辅助线的方法讲解。

模型 辅助线 证明

AAA BBB

CCC

DDDEEE

则 、 、 的关

系？

AAA BBB

CCC

DDDEEE

FFFGGG

证明：过点 作 ，

∴ 

，

即

又∵ （已知），

∴ ，

∴

，

∴

即 .

例题7

17. 如图， ，则 的度数等于（     ）．



24

A. B. C. D.

【答案】D

【解析】过 点作 ，

∴ ．

∵ ，∴

，

∴

∴ ．

∴ ．

【标注】【知识点】平行线的性质

练习7

18. 如图，已知 ， ， ，则             ．

【答案】

【解析】延长 交 于 ，

，

， ，

，

故 ．

故答案是： ．
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【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

（ 1 ）

（ 2 ）

19. 如图，已知 ， 交 于 ，连接 ．

若 ， ，求 的度数．

若 ， ，试用等式表示 与 、 之间的数量关系，并说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

，证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

过点 作 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

，理由如下：

过点 作 ，
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∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴

．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

四、 后翻角模型

模型 辅助线 证明

AAA BBB

CCC DDD

EEE

FFF

则 、 、 的关系？

AAA BBB

CCC DDD

EEE

FFF

证明：过点____作_____________，

∴ __________________________，

又∵ （已知），

∴ __________________________，

∴___________________________，

∴___________________________，

即___________________________.

【教法备注】
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注：学生版中辅助线没有体现，需要学生自己画出。该部分内容也可用三角形内角和推导，但属于八上

的知识点，建议老师们用构造辅助线的方法讲解。

模型 辅助线 证明

AAA BBB

CCC DDD

EEE

FFF

则 、 、 的关系？

AAA BBB

CCC DDD

EEE

FFF

GGG HHH

证明：过点 作 ，

∴ ，

又∵ （已知），

∴ ，

∴ ，

∴

即 .

例题8

A. B.

C. D.

20. 如图， ，则 、 、 、 满足的数量关系是（   ）．

【答案】B

【解析】方法一：如图，过 作 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

，

∴ ，

即 ．
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方法二：如图，过 作 ，过 作 ，

，

，

， ， ，

，

即 ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习8

A. ①②③ B. ①②④ C. ①③④ D. ①②③④

21. 如图，已知直线 、 被直线 所截， ， 是平面内任意一点（点 不在直线 、

、 上），设 ， ．下列各式：① ，② ，③ ，④

， 的度数可能是（   ）．

A B

C
D

【答案】D

【解析】方法一： 有 种可能位置．

（ ）“类鸡翅模型” ，

∵ ，
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方法二：

∴ ．

A B

C
D

E1

α

β

（ ）“猪蹄模型”过 作 平行线，则

， ，

∴ ．

A B

C
D

E2

（ ）“鸡翅模型” ，

∵ ，

∵ ，

∴ ．

A
B

C
D

E3

（ ）“铅笔头模型” ，

∴ ．

A B

C
D

E4

∴ 的度数可能为 ， ， ， ，

选 ．

（ ） ．
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A B

C
D

E1

α

β

（ ） ．

A B

C
D

E2

（ ） ．

A
B

C
D

E3

（ ） ．

A B

D
E4

∴ 的度数可能为 ， ， ， ．

故选 ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

例题9

22. 已知 ，点 是直线 上的动点，若在点 的移动过程中，存在某时刻使得

， ，则 的度数为            ．
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【答案】 或

【解析】当 在图中 位置时，

∵ ，

∴ ，

当 在图中 位置时，

∵ ，

∴ ．

故答案为： 或 ．

【标注】【知识点】角的和差的计算与证明-需要分类讨论

图

（ 1 ）

（ 2 ）

23. 已知，直线 ，点 为平面上一点，连接 与 ．

如图 ，点 在直线 、 之间，当 ， 时，求 ．

如图 ，点 在直线 、 之间， 与 的平分线相交于点 ，写出 与

之间的数量关系，并说明理由．
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图

图

（ 3 ）如图 ，点 在 外， 与 的平分线相交于点 ， 与 有何数量关

系？并说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

，证明见解析．

，证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图 ，过 作 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴

．

如图 ，过 作 ，

图

∵ ，

∴ ，
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（ 3 ）

∴ ， ，

∴ ，

过 作 ，

同理可得， ，

∵ 与 的平分线相交于点 ，

∴

，

∴ ．

如图 ，过 作 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ，

过 作 ，

同理可得， ，

∵ 与 的平分线相交于点 ，

∴

，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

练习9

24. 问题情境：如图 ， ， ， ，求 的度数．

小明的思路是：过 作 ，通过平行线性质来求 ．
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图

（ 1 ）

图

（ 2 ）

备用图

（ 3 ）

按小明的思路，求 的度数．

问题迁移：如图 ， 点 在射线 上运动，记 ， ，当点

在 、 两点之间运动时，问 与 、 之间有何数量关系？请说明理由．

问题应用：在（ ）的条件下，如果点 在 、 两点外侧运动时（点 与点 、 、 三点不

重合），请直接写出 与 、 之间的数量关系．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

．

【解析】（ 1 ）过点 作 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ， ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ．

过点 作 交 于点 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ．

当 在 延长线上时，过点 作 交 于点 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ，

当 在 延长线上时，过点 作 交 于点 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型

（ 1 ）

25. 已知直线 ，直线 分别截 、 于点 、 两点．

如图①，有一动点 在线段 之间运动（不与 ， 两点重合），试探究 、 、 的等

量关系？试说明理由．
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（ 2 ）

图

如图②、③，当动点 在线段 之外运动（不与 ， 两点重合），问上述结论是否还成

立？若不成立，试写出新的结论并说明理由．

图

    

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

，证明见解析．

不成立，新的结论为 ．证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

，理由如下：

如图④，过点 作 ，

图

则 ．

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

∴ ．

不成立，新的结论为 ．理由如下：

当点 在 的延长线上时，

如图⑤，过点 作 ，
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图

则 ．

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

∴ ；

当点 在 的延长线上时，

如图⑥，过点 作 ，

图

则 ．

∵ ， ，

∴  ，

∴ ，

∴ .

综上所述： ．

【标注】【知识点】平行线构造-拐点模型


